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Modéle de régression linéaire - Feuille 1

Introduction

EXERCICE 1

1. Soient X et ¢ deux variables aléatoires réelles indépendantes, telles que P(e = +1) = P(e =
—1)=1/2 et X de loi N(0,1). On pose Y = eX.

(a) Calculer la fonction de répartition de Y. En déduire sa loi.

(b) Les variables aléatoires réelles X et Y sont-elles non corrélées ?

(c) Calculer P(X +Y = 0). Le vecteur (X,Y’) est-il gaussien? Les variables aléatoires
réelles X et Y sont-elles indépendantes 7

2. Soient X,Y, Z trois variables aléatoires indépendantes de méme loi N'(0,1). On pose U =
X-YetV=X+4+Y-27.

(a) Quelles sont les lois de U et de V' 7

(b) Ces variables aléatoires sont-elles indépendantes ?

EXERCICE 2 Soit y1,- - ,yn des réels.

n
1. Déterminer le réel m qui minimise SCR(m) = Z lyi —m|?.
i=1

2. Que représente m par rapport & yi, -, Yn 7
EXERCICE 3 Soit y1,- - ,yn des réels.
n
Montrer que le réel m qui minimise la somme des valeurs absolues SV A(m) = Z lyi —m| est
i=1

la médiane de la série.
Indication : on pourra traiter d’abord le cas ot n = 2p+ 1 et classer les réels (y;) sous la forme
Y1) S Y1) < - S Y1) < Yn), PULS passer au cas oun = 2p.

EXERCICE 4 Soit X = (X1, X2, X3) un vecteur gaussien tel que Vi € {1,2,3},EX; = 0,EX? =
1 et E(X;X;) = 1/2,i # j. Ecrire la fonction caractéristique de ce vecteur et chercher sa densiteé.

EXERCICE 5 Soit (X,Y) un vecteur aléatoire dans R?, dont la loi admet la densité

1 2%+

fxw)(@y) =5 e 2
Déterminer les lois de X, Y, X +Y, X2 4+Y?2.

Rappel : fR e 2dy = /21 (on le retrouve facilement en utilisant la densité d’une normale
unidimensionnelle centrée réduite dont 'intégrale fait 1).
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EXERCICE 6 Soit (X7, ..., X,) un n-échantillon de loi A/(m,c?). On pose

YVi=Xi— Xy, 2<i<n,

yn =n! Zn:XZ et S? = L Z(XZ — Yn)Q.

i=1 =1
1. Quelle est la loi de (Ya,...,Y,)?
2. Montrer que (Ya,...,Y,) est indépendant de X,,. En déduire que X,, et S? sont indépen-

dants.
0 3 -1 0
EXERCICE 7 Soit le vecteur aléatoire X de loi N/ o1,1—-1 3 0 . Trouver une ma-
0 0 0 2

trice A de dimension (3,3) telle que AX soit un vecteur de composantes indépendantes.

EXERCICE 8 Une variable aléatoire X est dite de loi Gamma de parameétres o et A (v > 0, A >
0), notée y(a, ), si sa loi a la densité :

Aa
I(a)

xa_le_)\xﬁ(o,—koo) (1’),

fz) =

ouVa >0, I'(a) = / e dx.
0

1. Verifier que la loi y(a, A) est bien une loi de probabilité.

2. Soit X une variable aléatoire réelle de loi y(a, A) . Calculer sa transformée de Laplace.
Calculer sa moyenne et sa variance.

3. Soit X une variable aléatoire réelle de loi A(0,1). Donner la loi de X?2. En déduire que
1(1/2,1/2) = x*(1).

4. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois (a1, A) et y(az, A).
(a) Donner la loi de X + Y.

(b) Montrer que X +Y et

X
Xov sont indépendantes et calculer leur loi de probabilité.
5. Si Xy, ..., X,, sont n variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi exponentielle

de paramétre A, donner la loi de la somme S, = X1 + ... + X,,. Calculer E(S,,) et Var(Sy,).

6. Si Y1,...,Y, sont n variables aléatoires indépendantes de loi N'(0, 1), donner la loi de Z =
Y2 + ... + Y2 et calculer sa transformée de Laplace, sa moyenne et variance.
En déduire que vy(n/2,1/2) = x%(n).

Rappels :

D(1/2) = V7,

INa+1) =al(a), Va > 0,
I'(a1)I(az)
F(Oél + 042)

La densité d'une loi B(a,b), a,b >0, est f(z) = Fif;;ifé’g) 22711 — 2)" Mg<par.

1
B(ag,ag) = / w1 —w)*2 = , Vag,ap > 0,
0




